Espacio vectorial real 

Definición: 

Un espacio vectorial real V es un conjunto de 
objetos, denominados vectores, junto con dos 
operaciones binarias llamadas suma © y 
multiplicación por un escalar o, y que satisfacen 
los diez axiomas siguientes: 

i. V. x, y &.V (.v 0 v -\ ') (cerradura bajo la suma). 

ii. Vx, y, z £ V ((x© y) © z = x® ( y © z )) (ley asociativa de la 
suma de vectores) 

iii. ^ e V\/x (el Ó se llama vector cero 

o vector nulo o idéntico aditivo). 

iv. Vx g V3(-x) g V (x © (-x) = o) ((— -^) se llama inverso aditivo de 
x). 

v. y GV(l® < y = y©x) (i e y conmutativa de la suma de 
vectores). 

vi. Vx e VV aelR(aOxeV) (cerradura bajo la multiplicación por 
un escalar). 

vii. Vx, y g VV a g lR(a O(x© y) = a O x © ct O y) (primera ley 
distributiva). 

viii. Vx g yV ct,PE lIRO x = ccQx® fiOx} (segunda ley 
distributiva). 

ix. VxGyV<x,/?G//?(^a/?)Ox = aO(/?Ox) = /?o(í*Ox)) (ley 
asociativa de la multiplicación por escalares). 

\/x G V ^10 x — x^j 


EJEMPLO: 


Determinar si el conjunto 
operaciones: 


V = {x/xslR + ) 


donde se define las 


Adición: 

Multiplicación por escalar: 


Va, y e V ( a © y = a^ ) 

Va e VV a elR^a Ox = a“ j 


^ Va, y gV(a® y gV) 
x, y eV =^>A>0Ay>0 
=> Ay > 0 
=> a© y > 0 
=> a© y eV 

2) VA,y,zGV((A®y)®z = A®(y®z)) 

(a ® y ) ® z = (Ay) ® z por la definición de ® 

= (Ay) z por la definición de ® 

= A(yz) por la propiedad asociativa del producto de 
= a ® ( yz) por la definición de ® 

= A®(y®z) por la definición de ® 


3) BOeVVxg = = 

x ® O = x 

=^> xO = x la definición de la ® 

^>0 = — 
x 

^>0 = 1a1>0^>0gV 

a) x ® 1 = xl = x 

b) \ ® x = lx = x 

4 ) VxeV3(-x)eV^x©(-x) = 0^ 
x©(-x) = O 

=^> x(—x) = 1 

-(-*) 4 

X® (—x) = x© — 



X 


rn 

= x 

— 


\x) 

= 1 


= 0 



5) Vx,yeV(x®y = )'®x) 
x® y = xy 
= yx 
= y®x 




6 ) VxeVVa GlR^aQxG V) 
x e V a a e IR 
=> x > O a a g IR 
^>x a >0 
=> a G x > 0 
=> a Oxe V 

<2 ©(x© j) = <x O(xy) 



=M“©W“ 

= a Ox® a O y 

8) \/xgV\/cc,J 3elR^(a + j3^)Ox = aOx®j3Qx} 
(<x + /?) Ox = / + ^ 

=(*•)(*') 

= |x a )© (x^ ^ 

= a Ox© j3Qx 


9) Vxe V\/a,j3 e lR(^aj3 )Ox = <2 ©(/? Ox) = /?©(<xOx)) 
(cr^)Ox = x^ 

=(*© 

- aG(x^) 

= <2 G>(/?Ox) 

(aj3) Q x = x^ 

= £©(*") 

= /?0(«0x) 


10 ) 


Vx eV (lOx = x) 

10 x = x 1 
= x 


Puesto que se cumplen los 10 axiomas, V junto con las 
dos operaciones de adición y multiplicación por 
escalar es un espacio vectorial 


ESPACIOS VECTORIALES TIPICOS 


lR n = |(x 1 ,x 2 ,x 3 ,...,x n )/x. e//?,/ = 1,2,3 

con las operaciones: 

Vv;, V 2 e IR" / V, = (x,,x 2 , x 3 ,..., x„) a V 2 = (y p y 2 , y 3 ,y n ) 

Adición. t j i t j ( i i i i \ 

Vi+V, =(x 1 +y 1 ,x 2 + y 2 ,x 3 + y 3 ,...,x„+y„) 

Multiplicación por escalan _ 

VVJ e//?” / Vj =(i 1 ,i 2 ,i 3 ,...,iJa \/a slR 

aV x =(ax 1 ,ax 2 ,ax 3 ,...,ax n ) 




M =< 

mn 


ü \ i ^12 

a 2l a 22 


a, 


1 n 


a 


2n 


\ a m\ a m2 


a 


/e//?,/ = l,2,...,m a j = 1,2,..., 


mn y 


con las operaciones: 
Adición: 


VA,BeM mn /A = 


■ a u 

«12 

... a in ' 


^ ¿7 /? 

^11 U \2 

a 2\ 

«22 

... a 2n 


^21 ^22 




Afi = 


\ a ml 

a ,n2 

... a 

mn y 


V^ml ^m2 

' a n 

+ b n 

#12 + b^ 

a m+K ' 

a 2\ 

+ ^21 

^22 ^22 

ü 2n + hn 


A + B 


\ ci b i a ~ +b ~ ... # + /? / 

\ mi mi m2 m2 mn mn J 


b ^ 

U \n 


y 2n 


b 


mn y 


Multiplicación por escalar 


VA g M mn / A = 


a n a l2 ... a ln 


a 2\ a 22 "• a 2n 


a A = 


a V a g IR 


\ a ml 

a m2 

. a 

mn y 

aa n 

aa n 

... aa ln 

cca 2l 

aa 22 

... aa 2n 


K aa ml aa m2 ... aa mnJ 


















P n ={ p(x) / p(x) es un polinomio de grado menor o igual que n} 

= {p(.x)/ p(x) = a n x n +a n _ l x n ~ 1 +...+a 2 x 2 +a l x+a 0 a a¡ elR,i = l, 2 ,...,n| 
con las operaciones: 

Adición: 

\/p(x),q(x ) eM mn / p(x ) = a n x n +a n _ 1 x n ~ 1 +...+a 2 x 2 +a 1 x+a 0 a q(x) = b n x n +b n _ l x n ~ 1 +...+b 2 x 2 +b l x+b 0 
p(x) + q(x) = (a n +b n )x n +(a n _ 1 +b n _ l )x n 1 +...+(a 2 +b 2 )x 2 +(a l +b l )x+(a 0 +b 0 ) 

Multiplicación por escalan _ 

\/p(x) e M mn /p(x ) = fl n x"+fl )i _ 1 x"" 1 +...+fl 2 x 2 +fl 1 x+fl () (x)AVa e /i? 
ap(x) = aa n x ' 1 +aa n _ l x n ~ 1 +...+aa 2 x 2 +aa l x+aa 0 (x) 

4 ) C (-00, +oo) = { / / / es una función continua en todos los reales} 

con las operaciones: 

Adición: Vf,geC(-00, +co) //(*) + g(x) = (f + g ) (x) 

Multiplicación por escalar : V/ e C(-00,+00 )a Vae IR^af(x) = (a/)(*)] 






TEOREMA 1 (TEOREMA DE LA UNICIDAD): 

Si V con las operaciones de adición © y multiplicación por escalar O es un 
espacio vectorial, entonces: 

1) El vector nulo en V es único 

2) Cada elemento X de V tiene un único inverso aditivo (-X) 
DEMOSTRACIÓN: 

1) Suponer que V tiene dos vectores nulos: Oiy O 2 

Oí = Oí 0 O 2 por la propiedad del neutro aditivo 

= O 2 0 Oí por la propiedad conmutativa 

=Ü 2 por la propiedad del neutro aditivo 

Por lo tanto V tiene un único elemento neutro 

2) Suponer que algún elemento X de V tiene dos inversos aditivos: ^1 y 


Xj =^00 

= x,©(x + x 2 ) 
=(x,©x)+x 2 
=(x©x,)+x 2 


por la propiedad del neutro aditivo 
por la propiedad del inverso aditivo 
por la propiedad asociativa 
por la propiedad conmutativa 


=0 © X 2 por la propiedad del inverso aditivo 

= X 2 por la propiedad del neutro aditivo 


Por lo tanto cada elemento X de V tiene un único inverso aditivo 


TEOREMA 2 


Si V con las operaciones de adición © y multiplicación por escalar O es un 
espacio vectorial, entonces: 

1} vigv(ooi=ó) 

2) VXeV((-l)OX=-X) 

3 ) Va e/7?(aO0 = 0) 

4) VXgV(-(-X) = X) 

5) VcreMey((-a)OI=-(aOl) = aO(-l)) 

6) Vae/MeV((-a)o(-X) = aOl) 

7) VX,7,ZeV(X©Z = F©Z^>X=y) 

8 ) \/a^lR-{<d}\/X,Y ^V(aOX=aOY^X=Y) 

9) Vae/Mev(aOX=Ó^(« = OvI=Ó)) 

DEMOSTRACION: 

1} VIeV(0Ol=Ó) 

X © 0 O X = 10 X © 0 O X por la propiedad de identidad de la multiplicación por escalar 
= (l + 0) O X por la segunda propiedad distributiva 

=10 X por la adición de números reales 

=X por la propiedad de identidad de la multiplicación por escalar 

=>OOX =0 

2) VXeV((-l)OX=-X) 

X®(-l)©X =1OX0(-1)OX por la propiedad de identidad de la multiplicación por escalar 
= (l + (-l))OX por la segunda propiedad distributiva 
=0 O X por la adición de números reales 

=0 por la propiedad de identidad de la multiplicación por escalar 

=> (-i)ox =-X 


3 ) Va e/7?(aO0 = 0) 


aOO = aO(OOX) 

= (a( 0 ))ox 

= OOX 
= 0 


por la propiedad 0 O X = 0 

por la propiedad asociativa de la multiplicación por escalar 
por el producto de número reales 
por la propiedad 0 O X = 0 


4) VXeV(-(-X) = X) 

X © (-X ) = 0 por la propiedad del inverso aditivo 

=> (-X) © X = 0 por la propiedad conmutativa 

=>-(-X) = X por la propiedad del inverso aditivo 


5) VcreMeV((-a)OI=-(aOl) = fíO(-l)) 

(~cc) O X = ((-l) a) O X por el producto de números reales 

— ( — 1) O (ce O X) por la propiedad asociativa de la multiplicación por 
--(a OI) por la propiedad (-1) OI = -X 


(-a) OI 


((-l) a) QX por el producto de números reales 

(V(-1))0 X por el producto de números reales 

úO((-l)Ol) por la propiedad asociativa de la multiplicación por 
a O (-X ) por la propiedad (-1) O X - -X 


6) Vae/WIeV((-a)o(-l) = «OX) 

(-a)0(-l) = (-a)0((-l)0l), por la propiedad (-1)01 --X 

= ((-a)(-l))OI, por la propiedad asociativa de la multiplica 
=a O X, por el producto de número reales 


7) \/X,Y,ZeV(X®Z = Y®Z^X =Y) 

XQZ=YQZ 

^>(x©z)©(-z) = (r©z)©(-z) 

=>X©(Z©(-Z)) = F©(Z©(-Z)) por la propiedad asociativa de la adición 

=>X©0 = F©0 por la propiedad el inverso aditivo 

=> X = Y por la propiedad el neutro aditivo 


8) VaelR-{0}VX,Y eV(aQX =aQY=>X =Y) 
a O X = aOY 


1 1 

— OÍ«Ol) = - O(aQY) a es diferento de 0 
a a 


í 


1 


\ 


í 


QX = 


J 


U W 

y OC 

1©X=1©F 

X=Y 


1 


\ 


(a) © Y por la propiedad asociativa de la multiplicación 

J 


por el producto de los número reales 
por la identidad de la multiplicación 


9) VaG/MGy(aOI=0^(« = 0vI = 0)) 


aQX = 0 


=> aOX = 0 QX 
=><2 = 0 


a ^ 0 
aQX =0 

=> — ©(<2©Z) = 0 

a 


f 


1 


\ 


©(«) 

ya 


01=0 


^1©X=0 

^>z = o 








